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МОДЕЛИРОВАНИЕ                                                                  
ВНУТРИОРГАННОГО СОСУДИСТОГО РУСЛА 

МЕТОДАМИ ПРОЦЕДУРНО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ТРАНСФОРМАЦИИ ПРОСТРАНСТВА

О. Зенин, Ю.Н. Косников, Э.С. Кафаров 

Обоснование. В настоящее время электронные методы информирования 
в медицине получают все более широкое распространение. Дополнительным 
толчком к развитию дистанционных информационных технологий явилась 
пандемия COVID-19. В связи с этим создание медицинских систем электрон-
ного обучения, в частности, предназначенных для изучения анатомии сосу-
дистых русел человека, следует считать актуальным.

Целью работы является повышение реалистичности визуального пред-
ставления сосудистого русла внутренних органов человека путем создания 
универсальной компьютерной 3d-модели, базирующейся на результатах мор-
фометрии реальных сосудистых деревьев.

Материалы и методы. Применение данных морфометрии реальных сосу-
дистых деревьев, геометрическое моделирование на плоскости, геометриче-
ское моделирование в пространстве, процедурная пространственная транс-
формация модели сосудистого русла по закону логарифмической спирали.

Результаты. Предложена двухэтапная последовательность построения ге-
ометрической 3d-модели. Модель строится из фрагментов русла – бифуркаций 
(дихотомий). На первом этапе на базе морфометрических данных о геометрии 
реальных сосудистых русел строится математическая 2d-модель фрагмента 
русла, которая отражает структуру и количественные характеристики сосу-
дистых бифуркаций (дихотомий). На втором этапе добавляется информация о 
третьей пространственной координате элементов сосудистого русла и строится 
процедурная 3d-модель фрагмента. Для повышения наглядности модели введены 
возможность изгиба сосудов и различие диаметров их начальной и конечной точек. 

Заключение. Представлена универсальная 3d-модель древовидной струк-
туры на примере внутриорганного сосудистого русла. Подобные модели мо-
гут использоваться в качестве наглядных учебных пособий в системе элек-
тронного дистанционного образования. Для повышения информативной и 
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образовательной ценности модели в нее можно добавлять визуальные образы 
различных патологий сосудистого русла.

Ключевые слова: виртуальная анатомия; сосудистое русло органа; би-
фуркация; уравнения Murray C.D.; 2d-модель; 3d-модель
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MODELING INTRAORGAN VASCULATURE                       
USING PROCEDURAL AND MATHEMATICAL SPACE 

TRANSFORMATIONS

O. Zenin, Yu.N. Kosnikov, E.S. Kafarov

Background. The electronic methods in medicine are getting more widespread. The 
COVID-19 pandemic forced remote IT technologies to develop. It is necessary to create 
medical e-learning systems, in particular, to study anatomy of human organ vasculatures.

Purpose. To create universal and realistic 3d-model of intraorgan vasculatures 
based on the vasculature morphometry results. 

Materials and methods. Morphometric data of real vascular networks, geo-
metric modeling in plane and in scape, procedural spatial transformation of the 
vasculature according to the law of a logarithmic spiral were used.

Results. A two-staged sequence for construction a geometric 3d-model is proposed. 
The model is built of the units of vasculature, which are called bifurcations (dichoto-
mies). At the first stage, mathematical 2d-model of a vascular network fragment is build 
based on morphometric data of the geometry of vasculature. It reflects the structure and 
quantitative characteristics of the vascular bifurcations (dichotomies). At the second 
stage, data about third special coordinate is added and a procedural 3d-model of the 
fragment is built. To increase the accuracy of the model, the ability to bend the vessels 
and to differ diameters of their starting and ending points have been added.

Conclusion. The universal 3d-model of a tree-like structure is presented as a visu-
alization of the intraorgan vasculature. These models can be used as visual teaching 
aids in online education environment. To increase the informative and educational value 
of the model, visual images of various pathologies of the vasculature can be added.

Keywords: virtual anatomy, organ vasculature, bifurcation, C.D. Murray’s 
equations, 2d-model, 3d-model
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Список сокращений: СКО – система координат органа; СКБ – система координат 
бифуркации; D, d1, d2 – диаметры материнского и дочерних сегментов; L – длина сег-
мента; a1, a2 – углы отклонения осей дочерних сегментов от оси материнского сегмента.

В настоящее время электронные учебники, компьютерные анатомические 
атласы, виртуальные 3d-модели органов животных и человека все шире при-
меняются в мире для дистанционного информирования и обучения. Дополни-
тельным толчком к развитию электронного дистанционного обучения явилась 
пандемия COVID-19. В связи с этим создание медицинских средств электрон-
ного обучения, в частности, предназначенных для визуального представле-
ния анатомии кровеносной системы человека, следует считать актуальным. 

Основное требование, предъявляемое к медицинским обучающим моде-
лям, – адекватное представление типичных конфигураций различных сосу-
дистых деревьев, как в норме, так и с патологией. Кроме того, модель должна 
простыми средствами настраиваться на тот или иной орган или патологию. 
Исходными данными для построения моделей учебного назначения являются 
значения параметров, количественно характеризующие сосудистые деревья. По-
следние могут быть получены путем статистической обработки результатов мор-
фометрии реальных кровеносных систем или численного моделирования [1, 2].

Входными данными для построения 3d-моделей служат значения мор-
фометрических параметров сосудистых русел, полученные путем иссле-
дования реальных анатомических объектов. Используются медицинские 
изображения, полученные путем компьютерной ангиографии с приме-
нением методов компьютерной томографии, магнитно-резонансной то-
мографии, оптической когерентной томографии, стереорадиографии, 
рентгеновского и ультразвукового исследования и др. Конфигурации со-
судистой системы выделяются из этих результатов путем сегментации [9, 
16]. Дальнейшая компьютерная обработка выделенных сегментов позво-
ляет определить численные значения их параметров [8, 17, 18]. Другим 
источником исходной информации являются коррозионные препараты 
реальных органов [2, 6, 7]. Численные значения параметров кровенос-
ных сосудов определяются путем прямых измерений [1]. Однако практика 
показывает, что технические средства мониторинга имеют ограниченное 
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разрешение [11]. Получение объективной геометрической информации от 
коррозионных препаратов также встречает трудности [1, 2, 6]. На этих 
физических моделях относительно уверенно устанавливаются линейные 
параметры сосудов (длины их отрезков) и их диаметры. Угловые параме-
тры по причине нерегулярной формы и разветвленности древообразной 
структуры сосудов точно определить затруднительно.

Целью работы является обоснование и описание комбинированного 
способа построения геометрической модели сосудистого дерева. Способ 
основан на использовании доступных для измерения параметров сосудов и 
процедурно-математического моделирования. Существуют математические 
выражения, устанавливающие соотношения между параметрами сегментов 
кровеносной системы. Эти выражения предложены Murray C.D. [14]. Пер-
вой задачей исследования является применение этих формул в сочетании с 
методами геометрического моделирования на плоскости, что дает матема-
тическую 2d-модель кровеносной системы. Вторая задача заключается в до-
бавлении в 2d-модель информации о третьей пространственной координате, 
благодаря чему выполняется процедурный переход к 3d-модели. 

Материалы и методы
Для построения модели сосудистого русла применены методы проце-

дурно-математической трансформации пространства. Построение сосу-
дистого дерева идет последовательно по шагам. На каждом шаге в дерево 
добавляется одна бифуркация. Бифуркация представляет собой разветвле-
ние кровеносных сосудов: материнский (проксимальный) сегмент бифур-
кации разветвляется на два дочерних (дистальных) сегмента. Исходными 
данными для описания бифуркации служат длины и диаметры сегментов. 

Рис. 1. Общий вид сосудистой бифуркации
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Вид типичной бифуркации с применяемыми обозначениями приведен 
на рис.1: отрезок ОА – материнский (проксимальный) сегмент, отрезки 
АВ, АС – дочерние (дистальные) сегменты; D, d1, d2 – диаметры материн-
ского и дочерних сегментов; L – длина сегмента; a1, a2 – углы отклонения 
осей дочерних сегментов от оси материнского сегмента. 

Сначала очередная бифуркация размещается в своей локальной (вспо-
могательной) системе координат. Координаты конечных точек дочерних 
сегментов очередной бифуркации находятся в этой системе координат с 
помощью математических выражений C.D. Murray. Затем выполняются 
поворот и установка очередной бифуркации в заданный узел дерева та-
ким образом, что ось материнского сегмента совпадает с осью дочернего 
сегмента предыдущей бифуркации. Для этого используются матричные 
аффинные преобразования сдвига и поворота на плоскости. Эти операции 
относятся к построению 2d-модели и представляют собой математиче-
скую трансформацию двухмерного пространства. Далее осуществляется 
поворот бифуркации вокруг оси ее материнского сегмента в трехмерном 
пространстве. Процедурное размещение бифуркаций в пространстве осу-
ществляется по характерному для природных объектов закону логарифми-
ческой спирали. Поворот выполняется с помощью матричного аффинного 
преобразования поворота. После этого очередная бифуркация устанавли-
вается в заданный узел дерева, но уже в трехмерном пространстве. Тем 
самым задается окончательное пространственное расположение текущей 
бифуркации, и возникает 3d-модель.

Результаты
Решение геометрических задач
В объеме органа вводится глобальная система координат – система ко-

ординат органа (СКО). Сосудистое дерево размещается в СКО так, чтобы 
первое разветвление совпало с началом координат, а продольная ось вход-
ного (проксимального) сосудистого сегмента совпала с вертикальной осью 
СКО. В качестве СКО использована левая декартова система координат, 
горизонтальная ось хо которой направлена вправо, вертикальная ось уо – 
вниз, ось глубины zо – на наблюдателя.

На первом этапе моделирование выполняется в плоскости хоуо. Ис-
ходными данными для каждой бифуркации являются результаты изме-
рений, а дополнительные данные вычисляются по формулам. К текущей 
бифуркации, как к материнской, пристыковываются две дочерние (дис-
тальные), к ним, в свою очередь, еще четыре и т.д. Разветвление очеред-
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ной бифуркации размещается в заданном узле дерева, а ось материнского 
(проксимального) сегмента очередной бифуркации должна совпадать с 
осью предыдущей бифуркации, у которой конец попал в заданный узел.

Рис. 2. Глобальная (СКО) и локальная (СКБ) системы координат                                  
для размещения сосудистого русла органа и его фрагментов

Геометрические преобразования на плоскости выполняются следую-
щим образом. Очередная бифуркация размещается в своей локальной си-
стеме координат бифуркации (СКБ). Ее оси направлены параллельно осям 
СКО или совпадают с ними. Разветвление бифуркации размещается в на-
чале координат СКБ. На рис.2 показаны система координат органа СКО 
(хо, уо), положение некоторой предыдущей бифуркации в СКО (точеч-
ными линиями) и очередная бифуркация, размещенная в локальной СКБ. 
Координаты конечных точек I, J дочерних сегментов очередной бифурка-
ции находятся в СКБ с помощью математических выражений [5, 14, 15]. 
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Они устанавливают связь между углами, образованными осями дочер-
них ответвлений и осью материнского сегмента. На рис. 1, 2 эти углы обо-
значены а1 и а2. Выражения имеют вид:

                  (1)

где D – диаметр материнского сегмента; dmax и dmin – больший и меньший 
из диаметров дочерних ответвлений бифуркации.

Декартовы координаты точек I, J в СКБ находятся из выражений

                          (2)

где Lj, Li – длины сегментов HJ и HI, соответственно.
Для установки очередной бифуркации в заданный узел дерева, напри-

мер, в т.Р1, необходимо повернуть точки I, J в плоскости ху по часовой 
стрелке на угол β вокруг точки Н (вокруг начала координат СКБ), а затем 
переместить в т.Р1, сложив координаты точек I, J с координатами т.Р1 с 
учетом их знаков. Такая последовательность действий нужна для размеще-
ния очередной бифуркации в левой части дерева. Если же бифуркация раз-
мещается в правой части дерева, например, в узле Р2 на рис. 2, то поворот 
выполняется на угол γ против часовой стрелки, как это видно из рисунка. 
Затем выполняется суммирование координат точек I, J с координатами т.Р2 
с учетом их знаков. Полученные координаты запоминаются, они далее ис-
пользуются для размещения следующих разветвлений на плоскости. В об-
щем случае очередная бифуркация устанавливается в заданный узел дерева, 
являющийся конечной точкой дистального сегмента предыдущей бифур-
кации. Координаты xs,ys,xp,yp начальной S и конечной P точек дистального 
сегмента известны, тогда угол поворота очередной бифуркации ϕ опреде-
ляется выражением

                   (3)

Поворот выполняется путем умножения координат конечных точек до-
черних сегментов очередной бифуркации на матрицу поворота, которая в 
общем (пространственном) случае имеет вид

                                  (4)

На втором этапе моделирования осуществляется переход от 2d- к 3d-мо-
дели. Для этого бифуркацию следует дополнительно повернуть вокруг оси 
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у СКБ, то есть вокруг оси материнского сегмента. Пространственный угол 
поворота бифуркаций обозначен ψ, выбор его значений описан ниже.

На первом этапе моделирования после поворота бифуркации вокруг 
координатной оси z ось бифуркации принимает некоторое направление, 
не совпадающее с направлением ни одной координатной оси, однако до 
перемещения в заданный узел дерева она по-прежнему проходит через на-
чало координат СКБ (и СКО). Матрица пространственного поворота точки 
вокруг оси, проходящей через начало координат, имеет вид:

Величина угла поворота ψ определяется в соответствии с законом 
логарифмической спирали. С одной стороны, этот закон присущ при-
родным объектам в силу удовлетворения физическим закономерностям 
их строения, с другой стороны, он позволяет достигнуть характерной 
для природных объектов гармонии внешнего вида. Логарифмическая 
спираль прослеживается в геометрических формах многих природных 
объектов и характеризуется минимумом функционала потенциальной 
энергии кривой. Логарифмические спирали называют даже линиями 
жизни [10], настолько часто они встречаются в живой природе. С дру-
гой стороны, логарифмическая спираль входит в число так называемых 
эстетических кривых, имеющих гармоничный внешний вид. В этот класс 
входит множество типов кривых, причем многие из них при задании 
определенных количественных параметров сходятся к логарифмической 
спирали [3, 4, 19].

Поворот бифуркации в пространстве выполняется таким образом, что-
бы на проекции (в плоскости xz СКО) угол между плоскостью бифуркации 
и радиусом-вектором, проведенным в разветвление бифуркации из точки 
пересечения плоскости xz осью y, был постоянным и соответствовал ге-
ометрии логарифмической спирали и количественным характеристикам 
модели. Используя известные математические выражения, описывающие 
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логарифмическую спираль [12, 13], можно определить угол простран-
ственного поворота i-й бифуркации:

                      (6)

где xi, zi – координаты разветвления i-й бифуркации в плоскости проекции; 
xmin – координата начала спирали, т.е. точки разветвления с минимальной 
ненулевой координатой; xmax – координата конца спирали, т.е. точки раз-
ветвления с максимальной координатой. 

Пространственные повороты бифуркаций устраняют их пересечения, 
которые могут возникнуть при построении 2d-модели. Например, на рис. 2 
показаны пунктирной и штрихпунктирной линиями две пересекающиеся 
бифуркации. После их поворотов вокруг осей материнских сегментов би-
фуркации «разойдутся» в пространстве, и пересечение пропадет.

После поворота вокруг своей оси бифуркация устанавливается в за-
данный узел дерева. Для этого выполняется параллельный сдвиг бифур-
кации путем сложения координат концов сегментов с координатами узла 
( ). Сдвиг в трехмерном пространстве описывается матрицей

                                          (7)

Полученные координаты запоминаются, они далее используются для 
размещения следующих разветвлений в пространстве СКО. Таким обра-
зом, в ходе моделирования строятся параллельно две модели: вспомога-
тельная 2d-модель и итоговая 3d-модель.

В итоге установка очередной бифуркации на заданное место сосуди-
стого дерева описывается суперпозицией матричных преобразований (4), 
(5), (7) в однородных координатах [14]:

                (8)
Суперпозиция RTz·RT·TR может быть найдена в общем виде с помо-

щью перемножения матриц и представлена как матрица текущего геоме-
трического преобразования. В качестве координат  при установке 
очередной бифуркации используются координаты конца материнского 
(проксимального) сегмента бифуркации, которые найдены при установке 
предыдущей бифуркации. В ней материнский (проксимальный) сегмент 
очередной бифуркации являлся одним из дочерних (дистальных) сегмен-
тов. Углы поворота ϕ и ψ вычисляются по выражениям (3), (6).
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Повышение реалистичности изображения
Для повышения реалистичности изображения сосудов их сегменты 

нужно представить изогнутыми трубками. В большинстве случаев дочер-
ние сегменты бифуркации имеют диаметры меньшего размера, чем диа-
метр материнского сегмента. Это обстоятельство не позволяет стыковать 
материнский и дочерние сегменты модели без щелей, если сегменты пред-
ставлены в форме цилиндров. Чтобы обеспечить стыковку сегментов без 
щелей, на практике применяют различные искусственные приемы, напри-
мер, между материнским и дочерними сегментами помещают сфериче-
ские вставки, перекрывающие щели. Для стыковки сегментов без щелей 
предлагается другой подход, не требующий дополнительных геометриче-
ских элементов. Размерам конца материнского (проксимального) сегмента 
нужно придать размеры начала дочернего (дистального) сегмента, то есть 
придать сегменту форму, близкую к форме изогнутого усеченного конуса.

Исходные данные для моделирования сосудов переменного диаметра бе-
рутся из результатов измерений геометрических характеристик кровеносной 
системы. Это диаметр начала сегмента, диаметр конца сегмента (он равен 
диаметру начала следующего сегмента) и длина сосуда. Диаметр сегмента 
изменяется от начального до конечного значения плавно, по линейному за-
кону. Сегмент может быть прямолинейным и криволинейным (изогнутым).

Изогнутый сегмент представляется последовательностью фрагмен-
тов, близких по форме к усеченным конусам, причем начальное (верхнее) 
основание последующего фрагмента – это конечное (нижнее) основание 
предыдущего фрагмента. Оси фрагментов расположены под углом друг 
к другу, благодаря чему и создается изгиб сегмента. Плоскость нижне-
го (конечного) основания фрагмента перпендикулярна оси фрагмента, а 
плоскость верхнего (начального) основания фрагмента расположена по 
отношению к оси фрагмента под углом, отличающимся от прямого. Та-
ким образом, плоскости оснований одного фрагмента не параллельны, что 
обеспечивает стыковку фрагментов в сегменте.

Каждое основание фрагмента задается набором характерных точек. В ходе 
моделирования соответствующие друг другу точки двух наборов соединяют-
ся четырехугольными гранями, благодаря чему получается криволинейная 
поверхность. Для размещения фрагмента в заданном месте СКО, в общем 
случае, нужно выполнить три пространственных поворота фрагмента, а затем 
переместить его. После этого точки, принадлежащие фрагменту, принимают 
нужные для построения положения. Их координаты пересчитываются в СКО 
и используются для построения конуса. Так строится каждый фрагмент.
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Обсуждение
Предложенный подход моделирования на основе методов процедур-

но-математической трансформации пространства характеризуется уни-
версальностью, так как использует только числовые данные геометрии 
сосудов. Они могут относиться к любому органу (почка, печень, селе-
зенка) и руслу (артериальное или венозное). Алгоритмы моделирования 
при этом не изменяются, могут изменяться лишь их количественные па-
раметры.

Для практического построения 3d-модели могут применяться различ-
ные графические средства, например, графические библиотеки Direct3D, 
OpenGL, Vulkan. На рисунке 3 показан результат визуализации 3d-модели 
внутриорганного артериального русла почки. 

Рис. 3. 3d-модель внутриорганного артериального русла почки

Модель получена в среде программирования Lazarus с применением 
команд графической библиотеки. Основным геометрическим примитивом 
модели является закрашенный полигон, задаваемый четырьмя угловыми 
вершинами. В конечном варианте имеется функция устранения щелей. 
Во-первых, отсеки бифуркаций имеют переменный диаметр: большее зна-
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чение диаметра берется из данных измерения текущего отсека, а меньшее 
значение – из данных измерения следующего отсека. Во-вторых, применен 
алгоритм z-буфера компьютерной графики. 

Реальные кровеносные сосуды характеризуются разнообразием форм. 
В связи с этим, кроме геометрических характеристик, каждый сегмент 
должен иметь признак изгиба (дуга, парабола, выпукло-вогнутая форма). 
Форма сегмента задается с помощью приращений угла наклона его фраг-
ментов ϕ во вспомогательной системе координат. Кроме того, поворот 
фрагментов в составе бифуркации на угловые приращения ψ по закону 
логарифмической спирали дает «закручивание» сосудистого дерева в про-
странстве. Направлением дальнейшего развития предложенного подхода 
является моделирование кровеносной системы с патологиями.

Заключение
В результате исследований предложен подход к созданию реалисти-

ческих пространственных моделей, предназначенный для визуализации 
сосудистых систем органов человека. В основу моделирования положены 
методы процедурно-математической трансформации пространственных 
древовидных структур. 

Своеобразие предложенного подхода заключается в параллельном по-
строении 2d- и 3d-моделей. Математическая 2d-модель применяется для 
задания структуры сосудистой системы с количественно верными геоме-
трическими характеристиками сосудов. 3d-модель является результатом 
процедурной трансформации 2d-модели. Ход трансформации отвечает ха-
рактерному для природных объектов закону логарифмической спирали.

При построении модели в качестве исходных данных используются 
геометрические характеристики сосудов реальных органов, что повыша-
ет достоверность созданных визуальных образов. Полученная модель ха-
рактеризуется универсальностью и может при замене исходных данных 
представлять сосудистые системы различных органов.

Предложенный подход процедурно-математического моделирования мо-
жет применяться для создания пространственных моделей органов человека 
в электронных атласах, автоматизированных обучающих системах, облач-
ных сервисах, используемых для самостоятельной индивидуальной работы. 

Информация о конфликте интересов. Конфликт интересов отсутствует.
Информация о спонсорстве. Исследование выполнено в рамках гран-

та РФФИ №18-29-09118
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